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A 5 E Bl OEEE BELESTADO

Esta Corporacion Cientifica dejé de hacer una wida activa el dia mismo que se
inicio el Glorioso Movimiento Nacional, después de un acto de adhesién al mismo y
de entregar sus fondos a la suscripcion nacional. Al wolver a la normalidad. merced
a la wictoria alcanzada por Vuestra Excelencia.al frente del heroico Ejército a sus
ordenes, esta Academia se encontré reducida por mwmerosas y muy lamentables defun-
ciones y por traslados, a ocho tinicos miembros de los 30 puestos estatutarios.

Largo ha sido' el periodo de relativa inaccién; penosamente se han reunido mievos
nombres de Académicos en personas de relevante mérito, originales para las publica-
ciones v fondos para editarlas.

Hoy, por fin, pedemos ofrecer a Vuestra Excelencia los primeros frutos de nuestro
trabajo publicando este primer mwibmero de la sequnda serie de la Revista, all mismo
tiempo que un tomo de las “Memorias” com wn trascendental estudio de alta matetndtica.

Con esta dedicacion expresamos y reiteramos a Vuestra Excelencia nuestro respeto
¥ niuestra mds ferviente adhesion. Sabemos que sélo con la paz v la vida digna es
fecunda la labor de todo orden, y singularmente la recoleta de la investigacién cien-
tifica; una y otra se las debemos al Caudillo vencedor de lg crusada de Liberacién y
a sus dotes singulares de gobernante en aswntos interiores v en los escabrosos proble-
mas internacionales. Debemos, pues, todas las personas de buena wvoluntad aunar mie's-
tras ciergias en apoyo de viucstio esfuerzo, en defensa de lu dignidad v de la indepen
dencia de la Patria.
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Sobre los postulados de ordenacién del
espacio proyectivo de Steinitz-Rademacher

por PEDRO ABELLANAS

e e -

¢io -proyectivo dado por Steintz-Rademader (1) es consecuencia de los restantes

iE 1L objeto de esta nota es demostrar que el tercer postulado de ordenacién del espa-
"~y de los postulados de incidencia.

1. — PosTuLADOS DE ORDENACION DEIL ESPACIO PROYECTIVO.

Entre los puntos de una serie rectilinea del espacio proyectivo existe una relacion
llamada separarse caracterizada por los siguientes postulados: :

Postulado O,.—Si A, B, C son tres puntos de una serie rectilinea, existen dos
puntos D, y D,, en la misma, distintos entre si y de 4, B y C, tales que 4 y B
estan Sepalados por C y D, y no lo estin por C y D,

Postulado O,.— Si A, B, C, D son puntos distintos de una serie rectilinea YA, =B
separan a C, D, A,C y 4,D no separan a' B, D y B, C, respectivamente, Reciproca-
mente, si A4,C y A,D no separan a B, D y B, C, respectivamente, 4,B y C,D se
separar.

Postulado O,.—Si A4,B separan a C,D, 4,B separan a. D, C y B, A separan

G Dy a DG, :
Notacion 1. — Si los pares A, B y C, D se separan, escribiremos (4,B; C,D) =—1

y si no se separan: (4, B; C,D) = 1.
En virtud del postulado O,, resulta:

(4,B ; CD) (4,C ; BD) (4,D ; BC) =—1.

Definicion 1.— Si los puntos 4 y B no pertenecen a las rectas 7, j y ponemos
{ separan
no separan

AB~r=C y AB ~ j= D, se dice que los puntos 4 y B a las rectas

{ separan

! o separan a los puntos C, D.

7, j cuando los puntos A, B

(1) Vorlesungen Uber die Theorie der Polyeder, Springer - 1934.
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Notacién 2.— Si A, B separan a 7,j escribiremos (4, B ; 7;7) =—1 y en caso
contrario (4, B ; 7,7) =+ L.

Postulado O ==Si APEA A, es un trivértice de un plano rt y 7, j dos rec-
tas de m no dncidentes con ninguno de los vértices, se: verifica

(A]_JAZ ’ T: ]) (Ag!Ag .' (e j) (A3’ 41 J T, -1) = + 1
2.— DEFINICION DE LOS SEGMENTOS PROYECTIVOS

Lema 1.— Si M, N, P, 0, J, son puntos distintos de una serie rectilinea de base
r y se verifica (M, N ; PJ) =—1 y (MP ; QJ,) =—1, se verifica (M, N ; Q4 )—=—1.

Demostracion. — Sean: m un plano incidente con # y R un punto de m no inci-
dente con 7. En la recta RM existe un punto J,, distinto de M y R. Por, 0,, existe
un punto E distinto de los anteriores tal que (ME ; RJ,) = — 1. Llamemos j a la
recta J, J,. En el trivértice MPR y respecto de las rectas j y OQF y en virtud de
las relaciones: (M,P;0,J) =—1y (M,R i EJ,) =1, que se verifican por hip6-
tesis y por construccion, respectivamente, resulta, en virtud de O, que (PR ;1) =—1.
De modo analogo se procede en los siguientes casos, que indicaremos en esquema:

En el trivértice M, E, O, respecto de j y RP y en virtud de (M, E ; RJ,) = —1
0,
y (MO ;PI) — +1——(QE ; IT) =—1.

En el trivértice {M,E,P}, respecto de j y RN de (ME ; RJ,)=—1,
s ho)
(MP ; NI) =1 (EP ; I;,]) =—1.

En  {E,I,P}, respecto de j y RN y de: las relaciones (IP ; RJ)=+1],

04
(BP; )= —1—>(E; I,])=—1
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En {R,I,E}, respecto de j y PI, y de las relaciones '(IE ; I, J) =—
0, ;
R,I;Pl)=+41—>(RE; I, ]))=—1

En {E,I,P}, respecto de j y RN y de las relaciones (EL, ; RI,)) =1,

(EP ; 17116)=—1_Oi>(1913 )

En {M,I,,P}, respecto de j y RN y de las relaciones (MP ; NJ,) =+ 1,
(PI, ;1217)é51—0~i>(M[3 ; RI,) =—1.

En {M,R,N}, respecto de j y PI, y de las relaciones (MR ; I,71,) =41,
(M, N ;P,]l)z——l—o:»(RN ST = |

En {M; R, N}, respecto de j y EQ y en virtud de las relaciones (MR ; EJ,) =H-1,

RN ] 3>=—1~—>(MN Q)T == ‘ 3
§ ¢ cogd:

Lema 2 STV SN R PO e Son punto% de una serie rectilinea y se verifica
(M,P; N,J))=—1y (M,P; Q,])= se verifica también (M, P ; N, Q)) =1 1.
Demostracién — Sea R un punto nio incidente con la base 7 de la serie y gy el plano
Rr. En la recta JR existe otro punto M, distinto de J y R y por 0, existe otro o
punto E distinto de J, R y M, tal que ks

(], E 5 R: M2)=—1

La recta PE no pasa por J, R, N ni Q. Llamemos m a la recta M M,. Esta recta
no incide tampoco con ninguno de dichos puntos, luego:

.-8). En el trivértice {J, R, N}, respecto. de las rectas m y PE y en virtud de
0, .
las melaciones (J, N ; P, M) ——1, (LR ; B, M,) =415 (RN ; IM)=—=1.




s

b): En el trivértice {J, R, Q }, respecto de m y PE y en virtud de (J, R; E, M,)=-1,
(@)
4
(J: Q 5 P,IW) ='—'1_‘_>(R: Q 3 ]1:M3) =i

c) Enel trivértice { N, R, Q}, respecto de m y PE y en virtud de (N, R; I, M )=—1,
0)
4
QR ; I, M) =—1—> (1,0

!vs

P, M) =-F1.
3 c. g. d.

Lema 3.— (Tercer postulado de ordenacion de Steinitz-Rademacher).— Si M, N,
P, O, J son puntos de una serie rectilinea de base d y se verifica: (M, N ; JP) =} 1,
(M;N ; J,0) =+ 1o bien, (M,P ; N,J)=—1y (M,0 ; N;J)e=—1, se veri-
fica también (M, N ; P, Q) = 1.

Demostracion. — R, M,, m y m tienen el mismo significado que en: el lema “ante--
rior. E se determina con la condicion :

(,R; E; M) =—L

Las rectas m y NE no pasan por los puntos J, R, P, . Obsérvese que de las
segundas hipétesis del lema se deducen las primeras; luego éstas son ‘mas amplias
que aquéllas y podemos limitarnos a su consideracion.

a) En el trivértice {J, R, P}, respecto de m y NE y en virtud de (/, P; N, M)= +1
y (LR; E,M,) =—1, resulta (P,R; IM,)=—L

b) En el trivértice {J,R, O}, respecto de m y NE, de (/,R ; E,M,) =—‘1,
0,
(],Q,N,M)=+1—'—)(R,Q,II,M3)=—L

¢) En {P,R,Q}, respecto de m y NE, de (P,R;I, M )=—1,(Q,R;I ,M,)=—
resulta que (P, Q ; M, N) =1
c. q. d.

Lema 4.—Si M, N, P, Q, J son puntos distintos de una serie rectilinea 7 'y
se wverifica: (M,P ; N,J)=—1, N,0 ; M,J)=—1, se verifica también
(20 ; M i)y=—1.
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Demostracion. — En la recta RQ existe un punto J, distinto de R y Q y un punto
E tal que
(Q,E; RJ)=—1

Las rectas ME y j = JJ, no pasan
por O, R, N, P, luego

a) En { O, R, N} , respecto de j y ME
y en virtud de (V, Q ; M,J) =— 1y (O,
R;E,J) =1, resulta (R,N;I,,T,)

]

b)  En {N, R, P}, respecto de j y ME

y en virttud de (V, R il dy) =—1y
By NV, 3 M, Ty =A:1, resulta (R, P 5 1,7,
R AN RPN 7 o il %
c) En {R,Q,P}, respecto de j yME
y en virtud de (O, R ; EJ) =1y (RP; L,,J,) = —1, resulta: (P, Q ; M,J)
— i

ciRqd

Teorema 1.—Si M y N son dos puntos distintos de una serie rectilinea de base
7, €l conjunto de todos los puntos de la misma, excluidos M y N, quedan divididos
por éstos en dos clases disjuntas no vacias

Demostracion — En la recta » existe otro punto P distinto de M vy N y un
cuarto pnto O tal que

1) (M,N ; P,OQ)y=—1
El punto P diremos que es de la clase B, ¥y O de la clase B,. Otro punto H distin-

to de los anteriores diremos gque pertenece a 8, i (M,N; PHy=-11 y a
6, en caso contrario : :

Si H ¢ B, se verifica (M, N; Q, H) =— 1. En efecto: si fuese (M,N; Q,H) =-1+1,

de esta relacion y de (M, N; P, H) =1, resultaria por el (L.3) (M, N;P, Q) =1
en contradiccion con (1). Si H e 8, se verifica (M, N ; QH) =+--1 En efecto, de
(M,N;P,Q)=—1y (M,N;P,H) =—1, resulta por el (L.2): (M,N;0,H) =—1.
De esta relacién y de un modo anilogo al anterioy resulta (M, N ; P, H) = — 1. Luego,

las dos clases B, y 6, son disjuntas y todo punto de » distinto de M y N pertenece

a una de las clases. : :

Las clases 8, y €, son independientes de los puntos P y O empleados para defi-
nirlas En efecto: sean H y K otros dos puntos tales que (M,N ; H,K) =—1. A
la clase definida por H la representaremos por 8, y a la definida por K por 8.
Distinguiremos dos casos: 1° (M, N ; H,P) =-+1 En este caso Heg vy
(M,N ; K,P) =—1; pues si fuese (M,N ; K,P) =-1, de esta relacién y de la
anterior se deduciria por el L 3) que (M,N ; H,K) =--1, en contradiccién con
la hipétesis.” Resulta, por tanto, que K¢, Sea X un punto cualquiera de bytees
tal que (M, N ; HX) =1 De esta relacién y de (M,N ; H,P) =1 resulta
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\

! (L.3): (M,N; XP)=-+41,¢e.e. Xcb,:51 Yeb, e.c. (M,N ; H,Y)=—1, por
¢l mismo lema resulta (M, N ; P,Y) = —1, luego¥ ¢ 6,. Sea Z un punto que per-

tenece a.B, e.e. tal que (M,N ; P,Z) =+ 1, como antes resulta por el (L.3)
que (M,N ; H,Z) =1, luego Ze8B,” Analogamente si 7T ¢8,, resulta que
T ¢ 6"”. Luego:

8’ =8, v By =6,

2° De un modo completamente analogo se demuestra que en la hipotesis
(M,N ; H,P)=—1 se verifica !

! . 61’ = 62 y 62’ == 61 o
cagad.

Definicién 2 — Se llama  ségmiento proyectiwo abierto, al conjunto de todos los
puntos de una (cualquiera) de las dos clases definidas por un par de puntos distintos
de una recta. A estos puntos se les llama extremos del segmento. Se llama segmento
proyectivo cerrado o simplemente segmento ‘proyectivo al conjunto de todos los puntos
de un segmento proyectivo abierto mas sus extremos. ’

Teorema 2.— En todo. segmento proyectivo 4 C, B existen infinitos puntos.

Demostracién. — Supongamos que hemos demostrado la existencia de 7 puntos

C,,...,C, que pertenecen al segmento A G B, e.e. tales que (4,B ; C,,C) =1
(6—2 n) Sea C; uno cualquiera . de ellos y sea (4, C ,B,Ck)) =+—1 pam

k=l1,...,Z:,s=n—l De (4,C;;'B,C, ) =—1 resulta: (AC ; B,C)) =1
Si C, es un punto tal que (4,C;; BC)—-{—I como (4, B ; OC)—+1 sera,
por (Oo) (A C‘,BC Y=+—1 ¥ por el (L.3), (4, Cj,C C,) = —1, luego
4, C, G )_—I—l y de esta ' relacién juntamente con (4, C —B,—Cj),——‘—}—l,
resulta por el @. 3): (4,C, "B, C )=+ 1, luego en el sevmento A Cr.‘ que’'no

contiene a B, existe por lo menos un punto menos (el C,) de los € S .C, que en

segmento A4 C, que no contiene a B. Repitiendo este proceso un numero finito de

veces (0 més s veces), obtendremos un segmento 4 C_ que no contiene a B, que no

contiene a ninguno de los puntos C ,C  distintos de €. Por’el postulado O

existe un punto C . tal que (4,C, n+1) =1, Iuego (B 5 C.C +1) +1

e.e. C,, pertenece al segmento ACl B y es distinto de los Cy C ;
1
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Zaragoza, abril, 1946.
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