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A S. f. EL JEFE DEL ESTADü
E sta Corpo ración Cien tí fica dej ó de hacer una v ida act iva el día m ism o que se

in¡:ció el. Glorioso ¡VIou iniiento Na cional, después de U1l acto de- adhesión al mismo y
de enireqar sus fondos a la sus cr ipción nacional, A l vo lver a la normalidad merced
a la victor ia aicaneada pdr Vuestra Excelencia, al [rent e del heroico Ej ército a sus
órdene s, esta Academia Ú encontró reducid o. por nllllle¡'o'sas y 1II1lY 'lamentables defun­
ciones y por traslados, a ocho únicos miemb ros de los . 30 puestos estatutarios.

Largo ha sido' el perí odo de' relatiua inGcdón,' penosam ente se 'luin reunido tuteuos
nombres de Académicos en personas de releuantc mérito; originales para las publica­
cienes y fondos para editarlas.

H ay, por fin , podemos of recer a Vuestra Excelencia los primeros frutos de nu estro
trabajo publica ndo este prilll!e'r númle/'o de la seqiuuia. serie de la R evista, all mismo
tienipo que UJl. ton to de las " M emorias" C01/i un. trasccndentai estudio de alta, utateu uitica-,

Con esta dedicación expresamos :v reiteram os a V uestra E xc elencia nuestro respeto
:.r nuestra más [eruienie adhesión. Sab emos que sólio can la paz y la vida digna es,
[ccuuda la labor de todo orde n, y siuqularmente la recoleta de la ino est íqaci án cien ­
t ífi ca; una JI otra se las debemos al Caudil lo vencedor de la crueada de liberación y
a .IlIS dotes sinqulares de qobcrnante en asuntos interiores y en los escabros os pr oble­
mas int erna cio nales. Debemos, pues, todas las personas de buena. uolu ntad aunar m lJe's­

has cuerqias en apo-,'ol de uucstro esfuerzo, cu' defensa de la diqnidad .\' de la. indepcn
dcncia de la Patria.
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'Sobre los ' postulados 'de ordenación del

espacio prouectivo de Steinitz-Rademacher

po r PEDRO ABELLANAS

. :' .

rL',objeto de' esta nota es demostrar que el tercer postulado de ordenación del espa­
~ 'c ío -proyectivo dado por Steintz-Rádemader (1) es consecuencia de los restantes

, " y" de los ' postulados de 'incidencia. ' ~ "

1. - POSTULADOS DE ORDENACIÓN~DEL ESPACIO PROYECTIVO.

Entre los puntos de una serie rectilínea del espacio proyectivo existe una relación
llamada separarse caracterizada., por los -siguientes postulados:

, Postulado °1 , - Si A , B, e son tres puntos de una serie recti1íne~, existen dos
puntos D 1 y D z en la misma, distintos entre sí y de A, B Y e, tales que A y B
están separados por e y D

1
Y no lo están 'por e y D z .

Postulado Oz. - Si A , B, e, D son puntos distintos de una, ser ie rectilínea y A, B
separan a e, D, A, e y A, D no separan a B, D Y a, e, respectivamente. Reciproca­
mente. . si A, e y A, D no separan a.B, Dy 'B, e, respectivamente, A, B Y e, D se
separan.

Postulado. °3 , - Si A, B separan a e, D, A, B separan a . D, e y B, A separan
a e, DOy a D, e. .

No tación 1. - Si los pares A, B Y e, D se separan, escribiremos (A, B ; e,D) =- 1
ysi no ~e separan: (A, B; e, D) = + 1.

E n virtud del postu lado °2 , resulta :

(A, B ; eD) (A, e ; BD) (A, D; [3e) = -1.

Definición 1. - Si los puntos A y B no pertenecen a las rectas r, j y ponemos

AB rv r = e y AB r-. j = D, se dice que los puntos A y B { separan a las rectas

1
e no separan. ' s paran

r, J cuando los puntos A, B a .Jos puntos e D.
no separan '

(1) Vorlesungen tlber die Th,eorJe der Polyeder, Springer - 1~:;4 .
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"Notación 2. - Si A, B separan a r, j escribiremos (A, B ; r, j) = .......: 1 y en caso
contrario (A, B ; r, j) = +. 1.

Postulado 04 ' - Si Al' A.2 , Aa es un trivértice de un plano 1T y 1', j dos rec­
nas de 1T no "incidentes con ninguno de los vértices, se "verifica

2. - D EFINI Ci ó N DE LOS SEGMENTOS PROyECTIVOS

Lema 1. - Si M , N, P, Q, 11 son puntos distintos de una serie rectilínea de base
r y se verifica (M, N, ;PI1) =- 1 y; (MP ; Ql 1) =- 1, se verifica (M., N ; Ql

1
»)==::-1.

Demostración: - Sean : 1T un plano incidente con r y "R un punto de 1T no inci­
dente con r. En la "recta RM existe un punto 12 dist into de "NI y R. Por, 0.

1
' existe

" un punto E dist into de los anteriores tal que (MJ;J; R1
2

) = - 1. Llamemos j a".la
recta 11 12 , En el trivértice M.,pR y respecto de las rectas j y QE Y en virtud de
las relaciones: (M, .P; Q,11) = ,-1 y "(M,R ;EI 2) = ~ , que se .verifican por hipó­
tesis y por construcción, respectivamente, resulta, en virtud de 04' que (PR ; U

4
) = -1.

De modo análogo se procede en los siguientes casos, que: indicaremos en esquema:

En el triv értice M, E, Q, resp ecto de j y RP Y en virtud de (M,E; R12~ = - "1

0 4 " "
y (MQ ;"PJ1 ) = + 1~(QE ;"U

ú
) = -1." -

End trivértice {M, E, P}, respecto de j y RN de (ME , Rl.) = - 1,

. " 0 4 "
(MP; Nl 1 ) =+ 1~(EP; 11,16) =-1.





c. q. el;

M

a) En el trivértice {J, R, P} , respecto de 1n yNE Y en virtud de (J, P; N, 1}1) =;=+1
y (J, R ; E, M2) =;:, .--:-1, resulta (P, R ; IM5) =:""-1.

Demostración. - R, M 2' m y 11 tienen el mismo significado .que en.,el- Iema ::.ante- .
rior. E se determina con la condición:

b) En el trivértice {J, R, Q}, respecto de 'In y NE, de (J, e ; E, M 2 ) .= -1,

°4(J, Q ; .N , M) = +1 ~--,) (R, Q ; I l' M 3) = r: 1.

e) En {P, R, Q}, respecto de 1111 y NE, de (P, R;1, M 5) = "':"-I , ' (Q, R ;11;M3 ) =-1,
resulta que (P, Q ; M, N)= + 1. .

-21-

f. , q. d• .

Lema 3..- (Tercer postulado de ordenación de Steinitz...Rademacher). - Si M, N,
P, Q, J son puntos de una serie rectilínea de base d y se verifica: (M, N ; iP) = + 1,
(M ,.N ; J, Q) = + 1 'o bien, (M, P ; N, J) = -1 Y (M, Q ; N, J)t=.---:-I, se veri­
fica también (M, N ; P, Q)= + 1.

Las rectas m 'y NE no pasan por los puntos J, R, P, Q. Obsérvese ' que de [as
segundas hipótesis del lema se deducen las primeras; luego éstas 'son 'más . amplias
'que aquéllas y podemos limitarnos a .su consideración.

e) En el trivértioe JN, R, Q }, respecto de m y PE Y en virtud de (N, R; I, M 5)=-1,

°4(Q,R; I¡,M3 ) =-I---,)(N,Q; P,M) =+1.

b) En el tri vértice {J, ¡ji Q} ,.respecto de m y PE Y en virtud de (1, R; E, M 2) = + I ,

. °4
(J, Q ; P, M) = -1---,) (R, Q ; I1,M3 ) = - L

Lema 4. - Si M, N, P, Q, J son puntos distintos de una serie rectilínea r "y
se verifica: (M, P ; N, J) .= ~ 1, (N, O ; M, J) = - 1, se verifica también

.(P, Q ; M,-J) = - 1.



- 22-

Demostración. - En [a recta RQ ex~te un punto JI distinto de R y Q Y' un punto
E tal que

(Q, E ; R, JI) =-1.

'Las rectas M E y j JJ1 no pasan
por Q, R, N, P, Iuego

a) En {Q,R,N},r.espedodejy ME
Y en virtud de (N, Q ; M , J) = - 1 Y (Q,
R; E,]I) ,= + 1, l'e?ulta (R, N; 11,]3)
=~1.

b) ' En {N, R,Pf, respecto de j Y ME
y en virtud de (N , R ; 1

1
, J

3
) = -1 Y

--:"":l'!!~---;-----1.!o+..,...-;;llt--:.........--->o::Jl;:- (N, P; M, J) =+1, resulta (R, P ; 12 , J4 )

=-1.

e) En {R, Q, P} , r especto de j yME
Y en virtud de' (Q, R ; E,J1) =+ i Y (R, P ; 12,]4) =-1, resulta : (P, Q ; M, J)
=-.L r.

c. q. d.

Teorema 1. - Si M Y N son dos puntos distintos de una ser ie rectilínea de base'
r, el conjunto de todos los puntos ,de la misma, excluidos M Y N, quedan divididos ,
po~ éstos en dos clases disjuntas no vacías .

Demostración - En la recta r existe otro punto P distinto de M Y N Y un
cuarto pnto Q tal que

(1) (M, N ; P, Q) = - 1

El punto P diremos que es de la clase 8
1

y Q de la clase 8
2
', Otro punto H distin­

to de los anteriores diremos que pertenece ' a 8
1

, si (M, N ; P, H) = + 1y a
82 en caso contrario

Si H é: 81 , se verifica (M, N; Q, H) = - 1. En e fecto : si fuese (M, N; Q, H) =+ 1,
' de esta relación y de (M , N; P, 11) .=+ 1, resultaria por el (L . 3) (M, N; P, Q) =!+ 1
en contradicci ón con (1-) . Si H e 82 se verifica (M, N ; QH) = + 1 En efecto , de
(M, N; P, Q)=-l Y (M, N; P, H) =- 1, resulta por el (L. 2):' (M, N; Q, H) = -1.
De esta relación ,Y de un modo análogo al anterion resulta (M, N; P, H) = - 1. Luego,
las 'dos clases 81 Y .82 son disjuntas Y todo punto der distinto de M y N pertenece
a una de Ias clases. '

Las clases 81 Y 82 son .indeperídientes de los puntos P Y Q empleados para defi­
nirlas En efecto: sean H Y K, otros dos puntos tales que (M, N ; H , K) = - 1. A
la clase definida por H la representaremo s por 181' Y a [a definida por K por 8

2
: ,

Distinguiremos dos casos : 1 o (M,N . ; H , P) =:+ 1 En este caso ,H e ·t)!1 Y
(M,N ; K, P) ,,; - 1; pues .si fuese (M, N ; K ,P) = ~ 1" de esta relación y de la
anterior se deduciría por el L 3) que (M , N ; H, K ) = + 1, en ' contradicción con
la hipótesis." Resulta, por tanto, que K e 8

2
' Sea X un punto cualquiera de :8

1
' e. e .

tal que (M, N '; HX) = 4-J 1 De esta r elación y de (M, N ; H, P) = -r1 resulta

,.
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Zaragoza, abri l, 194D.

la hipótesis
I

1;. q. d.

2.° De un modo . completamente análogo se demuestra que en
(M,N; H,P) = -1 se verifica

Definición 2 - Se llama seg.mento proyectitvo dbierto, all conjunto de todos los
puntos de una (cualquiera) de las dos clases definidas por un par de puntos distintos
de una .recta, A estos puntos Se les llama extremos del segmento. Se llama segmento
proyectivo cerrado o simplemente seqmento '·proyectiv o al conjunto de. todos los puntos
de un segmento proyectivo abierto más sus extremos. .. .

(L. 3): (M, N ; XP) = + 1, e. e. X c. ($1' Si Y c. ($z' e. e . (M, N ; H, Y) = - 1, por
el mismo lema resulta (M, N ; P, Y ) = - 1, luegoY c. ($". Sea Z un punto que per­
tenece a . ($1 ' e . e., tal que (M, N ; P, Z) = + 1, como -antes resulta por el (L . 3)
que (M , N ; H, Z) = + 1, luego Z c. , ($ 1 ~' Análogamente si T c. ($2' resulta que
T c. ($". Luego:

e. .s: d. '

Teorema 2. - En todo . segmento proyectivo A C1 B existen infinitos puntos .

Demostración. - Supongamos que hemos demostrado la existencia de -n puntos

C1 ' ... . ,C" que pertenecen al s~gmentoA C1 B, e . e. tales que (A, B ; Cl' C) ~' +i
(i = 2, , n). Sea .C¡ uno cualquiera . de ellos y sea (A, C'~ ; ;B,;c~ = :>-1 pana
k =ll , ,ls,s~n- .l.De (A,Cj;B, rl, )= -1 resulta: (A , C¡, ; B , CjY:'= + l.
Si Cm es un punto IJarl que (A, Cj ; B, Cm) = + 1" como (A, B ; ej C1 ,) = + .1, será,

por (Oz) : (A , C} ; B,C
I

, )i,=.-lY .por el (L.-3),(A,C/; el, Cm)'= -l, luego

(A, C ; C " C ) = + 1 y de esta ' relación juntamente con (A, C I . B C-) = _i.qt , J mi' , l ' l '

resulta por el (L. 3): (A, C
I
, ;"B , Cm) = + 1, .Juego en el. segmento AC i , ql;le "DIO

contien e a B , existe por lo menos un punto menos (el Cj ) ' de- los (71' ''' Cm que en
segmento A C¡ que no contiene a B'. Repitiendo. este proceso un número finito de

veces (o más s veces), ohtendremos un segmento A [que no contiene a ' B, que no
. contiene a ninguno de los puntos C1" ... , e". dist!uto; de Cr ' Por el ' postulado 61

existe un punto C +l 'tal que (A,C ; B,C +1)~1 , luego (A; B; C C +'1)=+1,
¡ n r 110 r ·1J, \

e. e. C" + 1 pertJ~nece al segmento AC1, B y es distinto de los Ci ' ... , C
1
, • .
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